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1 Résumé
Soient G ⊂ Gˆ deux groupes rédutifs onnexes. Notons D (resp. Dˆ) l'ensemble des lasses
d'isomorphisme des représentations irrédutibles de G (resp. Gˆ). Nous nous intéressons à
l'ensemble C des ouples (µ, νˆ) dans D×Dˆ pour lesquels un Gˆ-module de lasse νˆ ontient un
sous-G-module de lasse µ. Il est bien onnu que C engendre un ne polyédral dans un espae
vetoriel approprié. Par des méthodes de théorie géométrique des invariants nous étudions
sous quelles onditions une inégalité linéaire dénissant D induit une fae de odimension
un du ne engendré par C.
2 Introdution
Soit k un orps algébriquement los de aratéristique nulle. Soient G ⊂ Gˆ deux groupes
algébriques rédutifs onnexes sur k. Soit Vˆ une représentation rationnelle de dimension
nie de Gˆ. Le problème général que l'on aborde ii est de déomposer Vˆ en somme de
G-modules irrédutibles. Remarquons que e ontexte reouvre de nombreux problèmes de
déomposition de représentations. Citons en deux :
• si Gˆ = G×G et si G est la diagonale de Gˆ, il s'agit de déomposer le produit tensoriel
de deux représentations irrédutibles de G ;
• soitG un groupe rédutif quelonque et ρ : G→ Gl(V ) une représentation irrédutible
de G, on peut alors poser Gˆ := Gl(V ) et onsidérer l'inlusion ρ(G) ⊂ Gˆ, le problème
est alors de déomposer des représentations de G telles que la puissane symétrique
n-ième SnV de V , la puissane extérieure k-ième ΛkV de V , ou plus généralement de
déomposer les puissanes de Shur SpiV .
Dans e ontexte très général, on ne herhe pas à donner des formules ombinatoires
expliites de déomposition omme la élèbre règle de Littlewood-Rihardson onernant
la déomposition du produit tensoriel pour le groupe linéaire. Notre approhe est plus
qualitative à travers le ne de Littlewood-Rihardson généralisé que nous allons dénir,
après avoir introduit quelques notations supplémentaires.
1
Nous noterons D (resp. Dˆ) l'ensemble des lasses d'isomorphismes de représentations
irrédutibles de G (resp. Gˆ). Pour ν ∈ D (resp. νˆ ∈ Dˆ) nous noterons Vν (resp. Vνˆ) une
représentation irrédutible de G (resp. Gˆ) dans la lasse ν (resp. νˆ). Si V est une représen-
tation de G nous noterons (Vν , V ) la multipliité de Vν dans V , 'est-à-dire la dimension
de l'espae des homomorphismes G-équivariants de Vν vers V . Nous nous intéressons à
l'ensemble :
C := {(µ, νˆ) ∈ D × Dˆ | (Vµ, Vνˆ) 6= 0} .
Les ensembles D et Dˆ ont une struture naturelle de semi-groupes. De plus, M. Brion et
F. Knop ont montré (voir [Èla92℄) que C est un sous-semigroupe de type ni de D×Dˆ. Dans
le as du produit tensoriel pour le groupe linéaire e semi-groupe a été appelé semi-groupe
de Littlewood-Rihardson (voir [Zel99℄). Comme D (resp. Dˆ) est en bijetion ave les points
entiers d'un ne d'un Q-espae vetoriel que nous appellerons provisoirement E (resp. Eˆ),
C engendre un ne polyédral C˜ dans E × Eˆ. Nous appelons e dernier ne de Littlewood-
Rihardson généralisé, ou plus brièvement LR-ne généralisé. Comme C˜ est polyédral, il
est déni dans E × Eˆ par un nombre ni d'inégalités linéaires orrespondantes aux faes de
odimension un, faes que nous appellerons essentielles. Par la suite, pour une partie E d'un
espae vetoriel nous appellerons dimension de E et noterons dimE la dimension de l'espae
vetoriel engendré par E . Soit F l'espae vetoriel engendré par une fae du ne engendré
par D. Il induit naturellement une  fae  CF de C dénie par : CF := C ∩ (F × Eˆ). Le
but de et artile est d'étudier la dimension de CF et notamment de savoir si elle engendre
une fae essentielle de C˜. Remarquons que dans le as du produit tensoriel pour le groupe
linéaire GL(V ), Knutson, Terao et Woodward [KTW04℄ dérivent toutes les faes essentielles
de C˜, et montrent notamment que si F est une fae essentielle de D, alors elle induit une
fae essentielle de C˜ dès que la dimension de V est supérieure ou égale à 3. Nous retrouvons
et élargissons e résultat dans la proposition 7.
Dans le as général, des onsidérations élémentaires (voir le lemme 1) permettent de
montrer que la odimension de CF dans C est supérieure ou égale à la odimension de F
dans D. Cette inégalité se traduit par δF := dimF − dim CF − dimD + dim C ≥ 0. On dit
que F est pleine si δF = 0, 'est-à-dire si dimCF est maximale. En partiulier, si F provient
d'une fae essentielle de D, alors δF = 0 est équivalent au fait que CF soit essentielle dans
C. On peut maintenant énoner un de nos résultats : (voir le orollaire 2)
Théorème A Soit F1 et F2 deux sous-espaes de E engendrés par deux faes du ne
engendré par D. Si F1 ⊂ F2, alors δF 1 ≥ δF 2.
Nous présentons également dans e travail une ondition équivalente au fait que F soit
pleine. Pour pouvoir énoner elle-i, nous allons introduire quelques dénitions supplémen-
taires.
De manière lassique (voir la setion 4), on assoie à F un groupe parabolique P de G ;
le groupe P se déompose en un produit semi-diret P u ⋊ L, où P u est le radial unipotent
de P et L un sous-groupe de Lévi. Dans la setion 5, nous montrons alors qu'il existe un
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sous-groupe parabolique Pˆ de Gˆ et une déomposition de Lévi de elui-i : Pˆ = Pˆ u ⋊ Lˆ qui
vérient : P = Pˆ ∩G ; P u = Pˆ u ∩G et L = Lˆ ∩G.
Nous noterons p
u
(resp. pˆ
u
), l'algèbre de Lie de P u (resp. Pˆ u) et BL (resp. BLˆ) un
sous-groupe de Borel de L (resp. Lˆ). Enn rappelons que si un groupe algébrique Γ agit
sur une variété X , on appelle isotropie rédutive de Γ en x ∈ X , le quotient de Γx par son
radial unipotent. Le groupe Lˆ agit sur pˆu par la représentation adjointe et L ⊂ Lˆ stabilise
pu ; don, L agit sur pˆu/pu. De plus, Lˆ et don L agissent sur Lˆ/BLˆ par multipliation.
Finalement, L agit sur pˆu/pu × Lˆ/BLˆ diagonalement. On peut maintenant énoner le (voir
le orollaire 3) :
Théorème B Il existe un ouvert non vide Ω de pˆu/pu × Lˆ/BLˆ tel que pour tout x ∈ Ω, δF
est égal à la diérene des dimensions des isotropies rédutives des groupes L et BL en x.
Une onséquene immédiate des théorèmes A et B est le :
Théorème C S'il existe un point de Gˆ/Bˆ dont l'isotropie dans le groupe dérivé de G est
nie, alors toutes les faes de D sont pleines.
Dans la setion 7, nous appliquons e dernier résultat à divers exemples.
Remarquons que C est très lié au polytope moment déni dans un adre sympletique.
La propriété d'être pleine s'interprète en terme de es polytopes, voir la proposition 2.
3 Premières propriétés
3.1 Notations
Commençons par quelques notations générales : si Γ est un groupe algébrique ane sur k,
nous noterons Γu son radial unipotent, [Γ,Γ] son groupe dérivé, Γ◦ sa omposante neutre,
Ξ(Γ) = Hom(Γ, k∗) le groupe de ses aratères, Ξ∗(Γ) = Hom(k
∗,Γ) le groupe de ses sous-
groupes à un paramètre et Lie(Γ) son algèbre de Lie. Dans tout et artile, nous appelons
variété, une variété algébrique quasi-projetive et irrédutible. Si Γ opère algébriquement
sur une variété X on dit que X est une Γ-variété. On note Ker (Γ −→ Aut(X)) le noyau de
l'ation de Γ sur X . Si X est ane et l'algèbre k[X ]Γ des fontions régulières sur X invari-
antes par Γ est de type ni, X//Γ désignera la variété ane assoiée à k[X ]Γ. L'inlusion de
k[X ]Γ dans k[X ] induit un morphisme dominant et Γ-invariant pi : X −→ X//Γ que nous
appelons morphisme quotient. Si V est un Q-espae vetoriel et si E est un sous-ensemble
de V , nous noterons < E > l'espae vetoriel engendré par E , dim E la dimension de < E >
et E⊥ l'ensemble des ϕ ∈ V ∗ tels que ϕ|E = 0. Enn si R est un groupe ommutatif RQ
désignera le Q-espae vetoriel R⊗Z Q.
Rappelons que nous onsidérons deux groupes algébriques rédutifs onnexes G ⊂ Gˆ.
Fixons, pour tout l'artile, un tore maximal T de G et un sous-groupe de Borel B de G.
L'ensemble D s'identie alors naturellement au sous-ensemble des poids dominants de Ξ(T ).
Si µ ∈ D, nous noterons Vµ une représentation irrédutible de poids dominant µ.
Soit Tˆ ⊂ Bˆ un tore maximal et un sous-groupe de Borel de Gˆ. La notation Vνˆ désigne
une représentation irrédutible de Gˆ de plus haut poids νˆ.
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3.2 Énoné du problème
Rappelons que nous nous intéressons à
C := {(µ, ν) ∈ D × Dˆ | (Vµ, Vνˆ) 6= 0} .
Soit F le sous-espae vetoriel de Ξ(T )Q engendré par une fae du ne engendré par D.
Dans la suite, par abus de notation, nous appellerons F une fae de D. On pose alors :
CF := C ∩
(
F × ΞQ(Tˆ )
)
.
Dans et artile, nous herhons à omparer la odimension de F dans Ξ(T )Q à elle de
CF dans C. Pour ela on pose δF = dim C − dim CF + dimF − dimΞ(T ).
Lemme 1 On a l'égalité :
dim(< C > ∩(F × Ξ(Tˆ )Q)) = dim(C)− dim(Ξ(T )) + dim(F).
En partiulier, δF ≥ 0.
Preuve. Posons d = dim C − dim
(
(F × Ξ(Tˆ )Q) ∩ (< C >)
)
. Considérons l'appliation
pi :< C >→ Ξ(T )Q induite par la projetion de Ξ(T ) × Ξˆ(T ) sur Ξ(T ) et sa transposé
tpi : Hom(Ξ(T )Q,Q)→< C >
∗:= Hom(< C >,Q).
L'entier d est la dimension de l'orthogonal dans < C >∗ de pi−1(F) ; ainsi, d = dim(tpi(F⊥)).
Or, omme toute représentation irrédutible de G apparaît dans au moins une représentation
de Gˆ, pi est surjetive, don tpi est injetive. Ainsi, d = dim(F⊥) = dimΞ(T )− dimF ; et
l'égalité du lemme est démontrée.
Comme dim(< C > ∩(F × Ξ(Tˆ )Q)) ≥ dim CF , on en déduit que δF ≥ 0. 
On aratérise alors le as δF = 0 dans la
Proposition 1 On a équivalene entre :
(i) < CF >=< C > ∩
(
F × Ξ(Tˆ )Q
)
;
(ii) δF = 0
On dit alors que la fae F est pleine.
Preuve. Il est lair que CF et < CF > sont inlus dans < C > ∩
(
F × Ξ(Tˆ )Q
)
. Alors,
l'assertion (i) est équivalente à dim < CF >= dim
(
< C > ∩(F × Ξ(Tˆ )Q)
)
. D'après le
lemme 1 ei équivaut à dim CF = dim C − dimΞ(T ) + dimF , soit δF = 0. 
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3.3 Relations ave le polytope moment
Soit νˆ ∈ Dˆ, posons :
Pνˆ = {
µ
n
∈ Ξ(T )Q, (µ, nνˆ) ∈ C} .
Considérons Bˆ := Gˆ/Bˆ− la variété des drapeaux de Gˆ. Alors il existe un unique bré en
droite Gˆ-linéarisé Lνˆ sur Bˆ tel que Bˆ− agisse par le aratère −νˆ sur la bre au dessus
de Bˆ−/Bˆ−. Pour tout entier n, le Gˆ-module des setions globales de Lnνˆ est isomorphe
à Vnνˆ . Mais alors Pνˆ est le polytope moment assoié à Lνˆ pour l'ation de G sur Bˆ. Ce
polytope moment est diretement lié au polytope moment des géomètres sympletiiens, voir
l'appendie de Mumford dans [Nes84℄, et également [Bri87℄. Les polytopes moments assoiés
au déomposition de représentations ont été étudiés notamment dans [BS00℄, [Man97℄ et
[Bri99℄.
La propriété d'être pleine s'interprète aussi en termes de es polytopes, si on suppose que
< C >= Ξ(T )Q ⊗ Ξ(Tˆ )Q. Remarquons que ette hypothèse est vériée notamment lorsque
G est simple et non distingué dans Gˆ, voir le orollaire 1 i-après.
Proposition 2 Supposons que < C >= Ξ(T )Q⊗Ξ(Tˆ )Q ; si F est une fae pleine D, alors il
existe un onvexe Ω ⊂ Dˆ de dimension dim Dˆ tel que pour tout νˆ ∈ Ω, dimPνˆ−dim(Pνˆ∩F) =
dimΞ(T )− dimF .
Preuve.
Soit pi la projetion de Ξ(T )Q × Ξ(Tˆ )Q sur Ξ(Tˆ )Q. Posons pour tout νˆ ∈ Dˆ, Hνˆ =
Ξ(T )Q ×Q.νˆ, P˜νˆ = C ∩Hνˆ et F˜ = F × Ξ(Tˆ )Q. Il est lair que :
dimPνˆ − dim(Pνˆ ∩ F) = dim P˜νˆ − dim(P˜νˆ ∩ F˜) ;
d'autre part, omme F est pleine, on a égalité :
dimΞ(T )− dimF = dim C − dim(C ∩ F˜).
Il sut don de montrer que :
dim C − dim(C ∩ F˜) = dim P˜νˆ − dim(P˜νˆ ∩ F˜)
pour νˆ dans un sous-ensemble onvexe de Dˆ de dimension maximale. Des raisonnements
élémentaires de géométrie onvexe montre que :
dim C ≥ dim P˜νˆ + dim pi(C)− 1 (1)
pour tout νˆ ∈ Dˆ, ave égalité si νˆ ∈ XC, où XC est l'ensemble onvexe des points νˆ ∈ Dˆ tels
que Hνˆ renontre l'intérieur de C. De même,
dim(C ∩ F˜) ≥ dim(P˜νˆ ∩ F˜) + dim pi(C ∩ F˜)− 1 (2)
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pour tout νˆ ∈ Dˆ, ave égalité si νˆ ∈ XCF , où XCF est l'ensemble onvexe des points νˆ ∈ Dˆ
tels que Hνˆ renontre l'intérieur de C ∩ F˜ . On a l'inlusion XCF ⊂ XC. En eet si νˆ ∈ XCF ,
alors νˆ ∈ XC, à moins que P˜νˆ ⊂ P˜νˆ ∩ F˜ . Cette inlusion implique :
< C > ∩Hνˆ ⊂< C > ∩Hνˆ ∩ F˜
e qui ontredit < C >= Ξ(T )Q ⊗ Ξ(Tˆ )Q.
Soit νˆ ∈ XCF , alors on est dans le as d'égalité des inéquations 1 et 2. On en déduit que :
dim C − dim(C ∩ F˜) = dim P˜νˆ − dim(P˜νˆ ∩ F˜) + dim pi(C)− dim pi(C ∩ F˜).
Puisque F est pleine, d'après la proposition 1,
< C ∩ F˜ >=< C > ∩F˜
et don :
dim pi(C ∩ F˜) = dim pi(< C > ∩F˜) = dim pi(F˜) = dim pi(C) = dim Dˆ.
Ce qui onlut la preuve. 
Remarque. Si l'on omet l'hypothèse < C >= Ξ(T )Q ⊗ Ξ(Tˆ )Q, le résultat de la proposition
n'est plus vrai. On peut onsidérer l'exemple G = H1 ×H2 et Gˆ = H1 × Hˆ2, où H2 est un
sous-groupe de Hˆ2 et F une fae de la hambre dominante de H1.
4 Noyaux d'ation d'un tore
Considérons le sous-groupe de Levi L de G ontenant T et dont les raines sont elles de G
orthogonales à F . Soit U le radial unipotent de B et P le sous-groupe parabolique de G
engendré par U et L. Posons enn D := [L, L] et TD := D∩T . Soit Uˆ
−
le radial unipotent
du sous-groupe de Borel Bˆ− opposé à Bˆ et ontenant Tˆ . On montre alors la
Proposition 3 L'ensemble des poids de l'ation de T × Tˆ sur k[Gˆ][P,P ]×Uˆ
−
est égal à CF .
Preuve. D'après le théorème de Frobenius, le Gˆ× Gˆ-module rationnel k[Gˆ] se déompose
omme suit :
k[Gˆ] =
⊕
νˆ∈Dˆ
Vνˆ ⊗ V
∗
νˆ ,
d'où :
k[Gˆ][P,P ]×Uˆ
−
=
⊕
νˆ∈Dˆ
V
[P,P ]
νˆ ⊗ V
∗Uˆ−
νˆ .
or Tˆ agit sur V ∗Uˆ
−
νˆ par νˆ. Ainsi, l'ensemble des poids de T × Tˆ dans k[Gˆ]
[P,P ]×Uˆ−
est égal
à l'ensemble des ouples (µ, νˆ) ∈ Ξ(T ) × Ξ(Tˆ ) tels que νˆ ∈ Dˆ et µ est un poids de T dans
V
[P,P ]
νˆ . Or il est bien onnu que V
[P,P ]
µ 6= 0 si et seulement si µ appartient à F e qui onlut
la preuve. 
Posons C∨F := {(t, tˆ) ∈ T × Tˆ : ∀(µ, ν) ∈ CF µ(t)νˆ(tˆ) = 1} ; alors on a la
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Proposition 4 Le groupe C∨F est le noyau de l'ation de T×Tˆ sur la variété [P, P ]\\Gˆ//Uˆ
−
.
Preuve. D'après la proposition 3, C∨F est l'ensemble des ouples (t, tˆ) ∈ T × Tˆ qui agissent
trivialement sur k
[
[P, P ]\\Gˆ//Uˆ−
]
, d'où la proposition. 
5 Choix de Tˆ et Bˆ
La proposition 4 est vrai quelque soit le hoix de Tˆ et Bˆ. Dans ette setion, nous allons
hoisir deux tels sous-groupes de Gˆ de sorte qu'il soit faile grâe à la déomposition de
Bruhat de dérire un ouvert de [P, P ]\\Gˆ//Uˆ− stable par T × Tˆ .
Un de nos objetifs est le orollaire 2 i-après qui ompare δF1 et δF2 si F1 et F2 sont
deux faes de D telles que F1 ⊂ F2. C'est pourquoi nous nous donnons ii deux telles faes
de D.
Rappelons que nous avons xé les sous-groupes T ⊂ B et les faes F1 ⊂ F2. Pour
i = 1, 2, nous dénissons alors omme dans la setion 4 les sous-groupes TDi , Di, Li et Pi.
L'inlusion de F1 dans F2 implique que P2 ⊂ P1 et L2 ⊂ L1. En revanhe, Tˆ et Bˆ ne sont
pas supposés donnés ii.
Soit i = 1 ou 2. Notons Si le entre onnexe de Li. Considérons alors le entralisateur
Lˆi de Si dans Gˆ. Notons Dˆi le sous-groupe dérivé de Lˆi et Sˆi le entre onnexe de Lˆi. On a
alors :
Li = Lˆi ∩G (3)
Lˆ2 ⊂ Lˆ1 (4)
On veut maintenant onstruire des sous-groupes paraboliques Pˆi de Gˆ ayant des propriétés
analogues à (3).
Pour i = 1, 2, on note Sti(G) (resp. Sti(Gˆ)) l'ensemble des poids non triviaux de Si dans
Lie(G) (resp. Lie(Gˆ)). Pour tout α ∈ Ξ(Si), on note H
α
i le sous-espae vetoriel de Ξ∗(Si)Q
engendré par les sous-groupes à un paramètre λ de Si tels que α ◦ λ est trivial. Posons :
C i = {λ ∈ Ξ∗(Si) : Pi =
{
g ∈ G : lim
t→0
λ(t)gλ(t)−1 existe}
}
.
Alors, C i est l'intersetion de Ξ∗(Si) et d'une omposante onnexe C
i
Q du omplémentaire
de ∪α∈Sti(G)H
α
i dans Ξ∗(Si)Q. De plus, omme P2 ⊂ P1, via l'inlusion naturelle de Ξ∗(S1)
dans Ξ∗(S2), C
1
Q est inlus dans l'adhérene de C
2
Q.
Considérons Cˆ1Q et Cˆ
2
Q deux omposantes onnexes de Ξ∗(S1)Q \∪α∈St1(Gˆ)H
α
1 et Ξ∗(S2)Q \
∪α∈St2(Gˆ)H
α
2 telles que Cˆ
1
Q ⊂ C
1
Q, Cˆ
2
Q ⊂ C
2
Q et Cˆ
1
Q soit inlus dans l'adhérene de Cˆ
2
Q. Pour
i = 1, 2, on xe λi dans Ξ∗(Si) ∩ Cˆ
i
Q. Posons alors,
Pˆi = {g ∈ Gˆ : lim
t→0
λi(t)gλi(t
−1) existe}.
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On a alors,
Pˆ2 ⊂ Pˆ1 (5)
Pi = Pˆi ∩G. (6)
De plus, omme Pˆ ui = {g ∈ Gˆ : limt→0 λi(t)gλi(t
−1) = 1}, on a :
P ui = Pˆ
u
i ∩G. (7)
Soit enn BˆD1 un sous-groupe de Borel de Dˆ1 ontenant BD1 . Posons BˆD2 = BˆD1 ∩ Dˆ2.
Alors, BˆD2 est un sous-groupe de Borel de Dˆ2. De plus, on a :
BˆD2 = BˆD1 ∩ Dˆ2, (8)
BDi = BˆDi ∩G. (9)
Soit TˆD1 un tore maximal de BˆD1 ontenant TD1. Posons alors TˆD2 = TˆD1 ∩ Dˆ2 et
Tˆ = Sˆ1TˆD1 = Sˆ2TˆD2 . Alors, on a
TDi = (TˆDi ∩G)
◦. (10)
6 Rédutions
Nous allons dans ette setion exprimer C∨F1 et C
∨
F2
omme noyaux d'une ation du tore T× Tˆ
sur deux variétés  omparables  e qui permettra de omparer les dimensions de CF1 et CF2 .
Nous rappelons d'abord plusieurs lemmes bien onnus sur les ations de groupes algébriques.
6.1 Rappels
Lemme 2 Soit G un groupe algébrique ane agissant sur une variété ane X tels que
k[X ]G soit de type ni. Notons pi : X → X//G l'appliation quotient. Alors, se valent :
(i) k(X)G = Frac(k[X ]G) ;
(ii) il existe un ouvert non vide Ω de X//G tel que pour x ∈ Ω, pi−1(x) ontient une unique
orbite ouverte de G.
On dit alors que le quotient X//G est rationnel.
Preuve. Voir la setion 2.4 p156 de [PV91℄. 
Lemme 3 Soit G un groupe algébrique ane tel que Ξ(G) = 1 et soit X une G-variété
ane. Si k[X ] est fatorielle alors k[X ]G l'est aussi.
Preuve. Voir [PV91℄ Theorem 3.17 p176. 
Lemme 4 Soit G un groupe algébrique ane tel que Ξ(G) = 1 et soit X une G-variété
fatorielle ane. Alors, le orps k(X)G des frations rationnelles G-invariantes sur X est
égale au orps des frations de k[X ]G.
Preuve. Voir [PV91℄ Theorem 3.3 p165. 
Le lemme suivant est une onséquene direte des lemmes préédents.
Lemme 5 Soit G un groupe algébrique tel que Ξ(G) = 1. Soit X et Y deux G-variétés
anes telles que :
(i) les algèbres k[X ]G et k[Y ]G sont de type ni ;
(ii) le quotient Y//G est rationnel ;
(iii) il existe une appliation ϕ : X → Y , G-équivariante et birationnelle ;
Alors les variétés X//G et Y//G sont birationnelles.
Enn, nous terminerons par une lemme onernant l'ation d'un tore sur une variété
ane dont la démonstration est évidente.
Lemme 6 Soit T un tore agissant sur deux variétés X et Y , alors on a :
(i) il existe un ouvert non vide Ω de X tel que pour tout x ∈ Ω, l'isotropie de T en x est
égale au noyau de l'ation de T sur X ;
(ii) si f est un morphisme T -équivariant de X dans Y dont les bres sont génériquement
nies, alors Ker (T −→ Aut(X))◦ = Ker (T −→ Aut(Y ))◦.
Pour i = 1, 2, on désigne par TDi ⊂ Di ⊂ Li ⊂ Pi les sous-groupes assoiés à Fi
omme dans la setion 4. On a alors les inlusions suivantes : P2 ⊂ P1, L2 ⊂ L1, D2 ⊂ D1
et P u1 ⊂ P
u
2 . On hoisit alors Lˆ1, Lˆ2, Pˆ1, Pˆ2. . . omme dans la setion 5. Nous noterons
p
u
1 := Lie(P
u
1 ) et pˆ
u
1 := Lie(Pˆ
u
1 ). Remarquons que :
• le groupe D1 agit sur Pˆ
u
1 par onjugaison en laissant stable P
u
1 ; il agit don sur Pˆ
u
1 /P
u
1
;
• la variété Pˆ u1 /P
u
1 est D1-isomorphe à l'espae ane pˆ
u
1/p
u
1 voir [Mon98℄ ;
• D1 agit également par multipliation à gauhe sur Lˆ1//Uˆ
−
D1
don sur le produit pˆ
u
1/p
u
1 ×
Lˆ1//Uˆ
−
D1
.
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Proposition 5 On a l'égalité :
C∨F2 = Ker
(
T × Tˆ −→ Aut((ˆpu1/p
u
1 × Lˆ1//Uˆ
−
D1
)//[D1 ∩ P2, D1 ∩ P2])
)
.
En partiulier (pour F1 = F2 = F),
C∨F = Ker
(
T × Tˆ −→ Aut(
(
pˆ
u/pu × Lˆ//Uˆ−D
)
//D)
)
;
Enn, pour F = F1 et F2 = Ξ(T )Q, on obtient :
C∨ = Ker
(
T × Tˆ −→ Aut(
(
pˆ
u/pu × Lˆ//Uˆ−D
)
//UD)
)
.
Preuve. Rappelons que d'après la proposition 4
C∨F2 = Ker
(
T × Tˆ −→ Aut([P2, P2]\\Gˆ//Uˆ
−)
)
.
La déomposition de Bruhat de Gˆ par rapport au sous-groupe parabolique Pˆ1 implique que
Pˆ1Pˆ u1
−
= Pˆ u1 Pˆ1
−
= Pˆ u1 Lˆ1Pˆ
u
1
−
est un ouvert de Gˆ stable par P2×Bˆ
−
. Mais alors, les lemmes 5
et 6 montrent que
C∨F2 = Ker
(
T × Tˆ −→ Aut([P2, P2]\\Pˆ
u
1 Lˆ1Pˆ
u
1
−
//Uˆ−)
)
.
Or, le produit dans Gˆ induit les trois isomorphismes suivants : Uˆ− ≃ Pˆ u−1 ⋊ Uˆ
−
D1
, [P2, P2] ≃
P u1 ⋊ [D1 ∩ P2, D1 ∩ P2] et Pˆ
u
1 Lˆ1Pˆ
u
1
−
≃ P u1 × Lˆ1 × Pˆ
u
1
−
. Mais alors,
C∨F2 = Ker
(
T × Tˆ −→ Aut(
(
(P u1 \Pˆ
u
1 )× (Lˆ1//Uˆ
−
D1
)
)//[D1 ∩ P2, D1 ∩ P2])
)
.

Soit u et uˆ les algèbres de Lie de U et Uˆ . Le orollaire suivant qui se déduit d'un as
partiulier de la proposition 5 permet de aluler la dimension de C.
Corollaire 1 On a les égalités :
dim C∨ = dimKer (T −→ Aut(ˆu/u)) = dimKer
(
T −→ Aut(Gˆ/G)
)
,
où T agit par onjuguaison sur uˆ/u et par multipliation à gauhe sur Gˆ/G. En partiulier
si G est simple et non distingué dans Gˆ, alors dim C∨ = 0.
Preuve. La première égalité se déduit diretement de la proposition 5 appliquée à F1 =
F2 = Ξ(T )Q.
Pour la deuxième égalité on remarque tout d'abord que :
Ker (T −→ Aut(ˆu/u)) = Ker (T −→ Aut(gˆ/g)) ,
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où gˆ, g sont les algèbres de Lie respetives de Gˆ et G et où l'ation de T sur gˆ/g est induite
par l'ation adjointe. D'après Luna [Lun72℄, il existe un morphisme étale T -équivariant de
Gˆ/G dans gˆ/g, et don d'après le lemme 6, on a égalité :
dimKer (T −→ Aut(gˆ/g)) = dimKer
(
T −→ Aut(Gˆ/G)
)
,
où T agit sur la variété Gˆ/G par onjuguaison. Mais ette ation est égale à l'ation de T
sur Gˆ/G par multipliation à gauhe.
Pour montrer la dernière assertion, il sut de remarquer que le noyau de T sur Gˆ/G est
inlus dans
⋂
gˆ∈Gˆ gˆGgˆ
−1
qui est un sous-groupe distingué de G et de Gˆ. 
6.2
Considérons les trois appliations nies :
τ : S1 × (S2 ∩ TD1)
◦ × TD2 −→ T ,
(s, t, u) 7−→ stu
τˆ : Sˆ1 × TˆD1 −→ Tˆ
(s, t) 7−→ st
et
ϕ : Pˆ u1 × Dˆ1 × Sˆ1 −→ Pˆ
u
1 × Lˆ1
(pˆ, dˆ, sˆ) 7−→ (pˆ, dˆsˆ)
On munit Pˆ u1 × Dˆ1 × Sˆ1 d'une ation de Uˆ
−
D1
× (Pˆ u1D1) par :
(uˆ, pd).(pˆ, dˆ, sˆ) = (pdpˆd−1, ddˆuˆ−1, sˆ).
On munit enn Pˆ u1 × Dˆ1 × Sˆ1 d'une ation du tore S1 × (S2 ∩ TD1)
◦ × TD2 × Sˆ1 × TˆD1
(noté T) par :
(s1, s2, t, sˆ1, tˆ1).(pˆ, dˆ, sˆ) = (s1s2tpˆt
−1s−12 s
−1
1 , s2t1dˆtˆ
−1
1 , s1sˆsˆ
−1
1 ).
On peut maintenant simplier l'expression de la omposante neutre de C∨F2 :
Proposition 6 Posons H2 = [D1∩P2, D1∩P2]. La omposante neutre de C
∨
F2
est isomorphe
à
TD2 ×Ker
(
S1 × (S2 ∩ TD1)
◦ × TˆD1 −→ Aut(
(
pˆ
u
1/p
u
1 × Dˆ1//Uˆ
−
D1
)
//H2)
)◦
.
Preuve. Notons C∨,◦F2 la omposante neutre de C
∨
F2
. On munit les variétés pˆ
u
1/p
u
1 × Lˆ1//Uˆ
−
D1
et pˆ
u
1/p
u
1 × Dˆ1//Uˆ
−
D1
× S1 d'une ation du tore T grâe à τ et τˆ et par passage au quotient.
L'appliation ϕ induit alors une appliation équivariante dont les bres sont génériquement
nies entre es deux T-variétés. Mais alors, la proposition 5 et le lemme 6 montrent que
les omposantes neutres de C∨F2 et de Ker
(
T −→ Aut((ˆpu1/p
u
1 × Dˆ1//Uˆ
−
D1
× S1)//H2)
)
sont
isomorphes.
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PosonsM = pˆu1/p
u
1×Dˆ1//Uˆ
−
D1
. CommeH2 est inlus dans D1, (ˆp
u
1/p
u
1×Dˆ1//Uˆ
−
D1
×S1)//H2
est isomorphe à M//H2 × Sˆ1. Comme TD2 est inlus dans H2, on en déduit que
C∨,◦F2 ≃
(
TD2 ×Ker
(
S1 × (S2 ∩ TD1)
◦ × Sˆ1 × TˆD1 −→ Aut(M//H2 × Sˆ1)
))◦
,
puis que
C∨,◦F2 ≃ TD2 ×
(
Ker
(
S1 × (S2 ∩ TD1)
◦ × TˆD1 −→ Aut(M//H2)
))◦
.

Pour arriver jusqu'à notre théorème prinipal, il nous faut maintenant dérire plus pré-
isément le noyau apparaissant dans la proposition 6. Pour s'alléger de notations inutiles,
dans la setion 8, nous présenterons dans un adre plus général les résultats qui nous per-
mettent de onlure.
Théorème 1 Il existe un ouvert non vide Ω de pˆu1/p
u
1 × Dˆ1/BˆD1 tel que pour tout x dans Ω,
C∨,◦F2 est isomorphe au produit de TD2 par la omposante neutre de l'isotropie rédutive en x
du groupe L1 ∩ P2.
Preuve. On applique la proposition 11 à la variété M = pˆu1/p
u
1 × Dˆ1//U
−
Dˆ1
, au tore T =
S1 × TD1 , au groupe semi-simple D = D1 et au sous-groupe parabolique P = P2 ∩ D1.
Remarquons qu'alors L2 ∩D1 est un Levi de P et que son entre onnexe est égal à S = S2.
On obtient l'existene d'un ouvert non vide Ω de pˆu1/p
u
1 × Dˆ1//U
−
Dˆ1
tel que pour tout x ∈ Ω :
Ker
(
S1 × (S2 ∩ TD1)
◦ × TˆD1 −→ Aut(M//H2)
)
= ρ(((P2 ∩D1)× S1 × TD1)x).
Remarquons que puisque Dˆ1//U
−
Dˆ1
ontient Dˆ1/U
−
Dˆ1
omme ouvert, quitte à rétréir Ω, on
peut supposer que l'égalité i-dessus est vrai pour tout x ∈ Ω ⊂ pˆu1/p
u
1×Dˆ1/U
−
Dˆ1
. On applique
ensuite la proposition 12, ave D ⊂ Dˆ = Dˆ1 et M = pˆ
u
1/p
u
1 × Dˆ1/UDˆ1 . On obtient alors que
pour x = (a, b) ∈ pˆu1/p
u
1 × Dˆ1/UDˆ1, ρ(((P2 ∩D1)× S1 × TD1)(a,b)) est isomorphe au quotient
de (P2 ∩D1× S1)(a,q(b)) par son radial unipotent, où q est l'appliation quotient de Dˆ1/U
−
Dˆ1
dans Dˆ1/B
−
Dˆ1
. Le théorème suit, en remarquant que (P2 ∩D1)× S1 ≃ P2 ∩ L1. 
Corollaire 2 Ave les notations i-dessus,
δF1 ≥ δF2
Preuve. Comme dimF1 − dimF2 = dimTD2 − dimTD1 , on a δF1 − δF2 = (dim C
∨
F1
−
dim TD1)−(dim C
∨
F2
−dimTD2). Mais alors, le orollaire déoule immédiatement du théorème 1
appliqué une fois à la paire de fae (F1,F2) et une fois à la paire (F1,F1). 
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Corollaire 3 Il existe un ouvert non vide Ω de pˆu/pu × Dˆ/BˆD tel que pour tout x dans Ω,
δF est égal à la diérene des dimensions des isotropies rédutives des groupes L et BL en
x.
Preuve. Il sut d'appliquer le théorème 1 une première fois à la paire de faes (F ,F) et
ensuite à la paire (F ,Ξ(T )Q). 
Sur les exemples, le théorème 1 sera souvent utiliser via le orollaire suivant :
Corollaire 4 S'il existe un point de pˆ
u/pu× Dˆ/BˆD dont l'isotropie dans D est nie, alors F
est pleine. En partiulier, s'il existe un point de Gˆ/Bˆ dont l'isotropie dans le groupe dérivé
de G est nie, alors toutes les faes de D sont pleines.
Preuve. Soit Ω un ouvert de pˆu/pu× Dˆ/BˆD vériant le orollaire 3. Comme l'ensemble des
points dont l'isotropie pour D est ni est un ouvert, il existe x ∈ Ω tel que Dx soit ni. Mais
alors, L◦x est inlus dans le entre de L et don dans BL et F est pleine. S'il existe x ∈ Gˆ/Bˆ
dont l'isotropie pour D est nie, nous venons de montrer que la fae {0} est pleine. Mais
alors, le orollaire 2 montre que toutes les faes sont pleines. 
7 Exemples
Exemple 1. Le produit tensoriel.
Proposition 7 Soit G un groupe simple. Pour l'inlusion diagonale de G dans G×G toutes
les faes non réduites à un point sont pleines. De plus, δ{0} est égal au rang de G.
Démonstration. Fixons un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal T de B.
Soit F une fae de l'ensemble des poids dominants de (G,B, T ). Notons P le sous-groupe
parabolique de G assoié à la fae F , L son sous-groupe de Levi ontenant T et enn D le
sous-groupe dérivé de L. Posons :
BD = B ∩D Pˆ = P × P Dˆ = D ×D Bˆ = B × B BˆD = BD ×BD.
Alors, BˆD ⊂ Dˆ ⊂ Pˆ ⊂ Gˆ satisfont aux propriétés de la setion 5. De plus,M = p
u×D/BD×
D/BD.
En partiulier, l'isotropie générique I de D agissant surM est égale à elle de TD agissant
sur pu. Soit P
−
le sous-groupe parabolique ontenant T et opposé à P . Comme pu est
isomorphe à un ouvert T -stable de G/P−, I est égale au noyau de l'ation de TD dans
G/P−, 'est-à-dire à
⋂
g∈G gP
−g−1 ∩ TD. Comme G est simple ette dernière est nie à
moins que P− = G, 'est-à-dire à moins que F = {0}.
Supposons maintenant que F = {0}. Alors, M = G/B × G/B. Don, l'isotropie
générique de D = G sur M est un tore maximal de G alors que elle de B est nie. Le
orollaire 3 ahève alors la démonstration. 
Exemple 2. Soit V un k-espae vetoriel de dimension au moins deux. Considérons le
morphisme i : Sl(V )→ Sl(S2V ). On a :
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Proposition 8 Pour l'inlusion de G = i(Sl(V )) dans Gˆ = Sl(S2V ), toutes les faes sont
pleines.
D'après le orollaire 4, il sut de montrer le
Lemme 7 Il existe un drapeau omplet de S2V dont l'isotropie pour Sl(V ) est nie.
Preuve. Nous allons onstruire un drapeau omplet Ω de S2V ∗ dont le groupe d'isotropie
H est ni. Son orthogonal vériera la propriété du lemme. Soit B = (e1, · · · , en) une base de
V et (e∗1, · · · , e
∗
n) sa base duale, le premier sous-espae du drapeau Ω est la droite engendrée
par ω0 = Σe
∗
i
2 ∈ S2V ∗. La omposante neutre du groupe d'isotropie de ette droite est
SO(V ). Il sut don de montrer que l'intersetion H ∩ SO(V ) est nie. Si ω est un élément
quelonque de S2V ∗, on dénit :
ω˜ : V → V ∗
x 7→ ω(x, .) .
Comme ω0 est non dégénérée, ω˜0 est un isomorphisme SO(V )-équivariant. Ce qui nous
permet de dénir une appliation :
ϕ : S2V ∗ → End(V )
ω 7→ ω˜−10 ◦ ω˜ .
L'appliation ϕ est un isomorphisme linéaire SO(V )-équivariant (l'ation sur l'espae de
droite est donnée par la onjugaison). Soit ω1 = Σie
∗
i
2
. On voit alors que ϕ(ω0) est l'identité
de V et que ei est veteur propre de ϕ(ω1) pour la valeur propre i. Le stabilisateur du
drapeau < ω0 >⊂< ω0, ω1 > dans SO(V ) est alors omposé des éléments g ∈ SO(V ) tel
qu'il existe a, b ∈ k vériant g.ϕ(ω1) = ϕ(aω0 + bω1). La matrie de ϕ(aω0 + bω1) dans
B est une matrie diagonale de valeurs propres {a + bi : i = 1, · · · , n}. Cet ensemble est
égal à l'ensemble des valeurs propres de g.ϕ(ω1) (don de ϕ(ω1) soit {1, · · · , n}). On en
déduit que ou bien a = 0 et b = 1, ou bien a = 1 + n et b = −1 ; puis que la omposante
neutre du groupe d'isotropie de < ω0 >⊂< ω0, ω1 > est inlus dans l'ensemble des matries
diagonales. Comme par ailleurs elle est inlus dans SO(V ), elle est triviale. Le lemme suit
alors failement. 
Exemple 3. Nous allons ii regarder l'exemple donné par le morphisme i : Sl(V ) →
Sl(Λ2V ). On pose alors G = i(Sl(V ) et Gˆ = Sl(Λ2V ). Si dimV = 2, alors Λ2V ≃ k et Gˆ est
trivial ; si dimV = 3, alors Λ2V ≃ V ∗ et G = Gˆ. On suppose don que dimV ≥ 4.
Proposition 9 Si dim V ≥ 4, alors pour l'inlusion de G = i(Sl(V )) dans Gˆ = Sl(Λ2V ),
toutes les faes de D sont pleines.
Comme dans l'exemple préédent, la proposition est une onséquene du
Lemme 8 Si dimV ≥ 4, alors il existe un drapeau de Λ2(V ∗) dont l'isotropie dans Sl(V )
est nie.
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Preuve. Dans Λ2(V ∗), il existe un élément non dégénéré si et seulement si dimV est paire.
Commençons par le as où dimV est paire. On pose alors dimV = 2p et on xe une base
B = (e1, · · · , ep, ε1, · · · , εp) de V et B
∗ = (e∗1, · · · , e
∗
p, ε
∗
1, · · · , ε
∗
p) sa base duale. On pose alors
ω0 = Σ
p
i=1e
∗
i ∧ ε
∗
i . Soit H0 la omposante neutre de l'isotropie de la droite engendrée par ω0.
Comme H0 ⊂ Sl(V ), on voit que H0 = Sp(ω0). Comme dans la démonstration du lemme 7,
on dénit pour tout ω ∈ Λ2V ∗ une appliation ω˜ : V −→ V ∗, x 7−→ ω(x, .). On dénit alors
l'appliation linéaire, Sp(ω0)-équivariante ϕ : Λ
2V ∗ −→ End(V ), ω 7−→ ω˜−10 ◦ ω˜.
Soit ω1 = Σ
p
i=1ie
∗
i ∧ ε
∗
i ; ϕ(ω1) admet i = 1, · · · , p omme valeurs propres, et (e
∗
i , ε
∗
i )
engendre le sous-espae propre assoié à i. Par un raisonnement analogue à l'exemple
préédent, on montre alors que la omposante neutre du sous-groupe d'isotropie du dra-
peau : < ω0 >⊂< ω0, ω1 > est l'ensemble des matries de Sp(V ) préservant les sous-espaes
Wi :=< e
∗
i , ε
∗
i >. Cette omposante neutre est don isomorphe au produit :
∏p
i=1 Sl(Wi).
Sous l'ation de e groupe, l'espae Λ2V ∗ se déompose en représentations irrédutibles :
Λ2V ∗ =
p⊕
i=1
Λ2Wi ⊕
⊕
1≤i<j≤p
Wi ⊗Wj .
La suite de la onstrution du drapeau se fait en onsidérant dans l'espae dual Λ2(V ∗)∗ ≃
Λ2V des veteurs ω∗3, ω
∗
4, · · · dont l'orthogonal dans Λ
2V ∗ ontient < ω0, ω1 >. À ause de la
déomposition i-dessus, de tels veteurs peuvent être pris dans
⊕
1≤i<j≤pW
∗
i ⊗W
∗
j . Grâe
à ette déomposition, on peut également supposer que p = 2. Pour Sl(W )×Sl(W ), l'espae
W⊗W est isomorphe à l'espae End(W ). À indie nie près l'isotropie de la droite engendrée
par l'appliation identité est le groupe Sl(W ) inlus diagonalement dans Sl(W )× Sl(W ) et
qui agit sur End(W ) par onjugaison. Comme Sl(W )-représentation End(W ) se déompose
omme la somme de la représentation triviale et de la représentation adjointe. Le problème
se ramène don à exhiber un drapeau de ette représentation adjointe d'isotropie nie. Soit
H et F les éléments suivants :
H =
(
1 0
0 −1
)
F =
(
0 1
1 0
)
(dans une base quelonque de W). Alors il est immédiat que le drapeau suivant :< H >⊂<
H,F > a une isotropie nie dans Sl(W ).
Supposons maintenant que la dimension de V est impaire et égale à 2p+ 1, ave p ≥ 2.
Soit B = (e1, · · · , ep, ε1, · · · , εp, κ) une base de V . Nous noterons W le sous-espae vetoriel
de V de base (e1, · · · , ep, ε1, · · · , εp).
Rappelons qu'on a une injetion Gl(V )-équivariante de Λ2V ∗ dans Hom(V ∗, V ). Soient
ω0, ω1 et ω2 les éléments de Hom(V
∗, V ) dont les matries dans les bases B∗,B sont :
ω0 =

 0 I 0−I 0 0
0 0 0

ω1 =

 0 D
tV
−D 0 0
−V 0 0

ω2 =

 0 D
′ 0
−D′ 0 tV
0 −V 0


où I désigne la matrie identité de taille p× p, D la matrie diagonale ave omme termes
diagonaux : 1, 2, · · · , p, V le veteur (1, · · · , 1) ∈ kp et D′ une matrie de Mp(k) telle que
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les matries I,D,D′ soient linéairement indépendantes. Nous allons maintenant dénir un
hyperplan de Λ2V ∗ ontenant les veteurs ω0, ω1 et ω2 e qui revient à dénir une droite de
Λ2V ∗∗, qui s'identie à Λ2V et don à un sous-espae de Hom(V, V ∗). Remarquons que la
dualité entre Λ2V et Λ2V ∗ est la restrition de l'appliation bilinéaire suivante :
Hom(V, V ∗)× Hom(V ∗, V ) −→ k
(A,B) 7−→ trace(B ◦ A)
Soit θ ∈ Hom(V ∗, V ) déni par :

 0 U 0−U 0 0
0 0 0


ave U une matrie telle que tr(U) = tr(UD) = tr(UD′) = 0, (e hoix est possible puisque
p ≥ 2 et don dimMp(k) ≥ 4). On a alors que < ω0, ω1, ω2 >⊂ ker θ. Considérons don le
drapeau partiel :
Ω = (< ω0 >⊂< ω0, ω1 >⊂< ω0, ω1, ω2 >⊂ ker θ) .
Comme ker θ = kκ∗ et kerω0 = k.κ le groupe d'isotropie de e drapeau est inlus dans le
groupe Gl(W )×Gl(k.κ). Ce groupe respete la déomposition Λ2V ∗ = Λ2W ∗ ⊕W ∗ ⊗ k.κ∗.
Les éléments ω0 et ω1 s'érivent dans Λ
2V ∗ :
ω0 = Σ
p
i=1e
∗
i ∧ ε
∗
i et ω1 = Σ
p
i=1ie
∗
i ∧ ε
∗
i + κ
∗ ∧ (e∗1 + · · ·+ e
∗
n)
On en déduit qu'un élément du stabilisateur dans Gl(W )×Gl(kκ) du drapeau : < ω0 >⊂<
ω0, ω1 > stabilise le drapeau de Λ
2W ∗ : < ω0 >⊂< ω0,Σie
∗
i ∧ ε
∗
i > et la droite engendrée
par κ∗ ∧ (e∗1 + · · · + e
∗
n). En utilisant ette propriété et le as de la dimension paire, on
en déduit que la omposante neutre du groupe d'isotropie du drapeau D est inlus dans le
groupe omposé des matries de la forme :
 λ
p+1I 0 0
Z λ−pI 0
0 0 λ−p


où λ ∈ k∗ et Z est une matrie de taille p × p diagonale. Ensuite on érit matriiellement
que de tels éléments envoient ω2 dans < ω0, ω1, ω2 >. En utilisant notamment le fait que les
matries I,D,D′ sont linéairement indépendantes, on déduit que la omposante neutre de
l'isotropie du drapeau Ω est triviale. 
Exemple 4. Soient E, F deux k-espaes vetoriels de dimensions nies ; le groupe Gl(E)×
Gl(F ) agit sur E ⊗ F . On a don un morphisme i : Gl(E)×Gl(F )→ Gl(E ⊗ F ). On pose
Gˆ = Gl(E ⊗ F ) et G = i(Gl(E)×Gl(F )). On a alors la
Proposition 10 Dans la situation i-dessus, toutes les faes sont pleines.
Preuve. La démonstration qui est analogue aux deux exemples préédents est ii omise.

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8 Résultats Annexes
8.1
Soit T un tore, D un groupe semi-simple et M une T×D-variété. Soit P un sous-groupe
parabolique de D, H son sous-groupe dérivé et S le entre onnexe d'un sous-groupe de Levi
de P.
Notons ρ : P×T −→ S×T, l'appliation qui au ouple (p, t) ∈ P×T assoie le ouple
(s, t) ∈ S×T où s vérie s−1p ∈ H.
Proposition 11 Ave les notations introduites i-dessus, on suppose que M est fatorielle
et que M//H existe.
Alors, il existe un ouvert non vide Ω de M tel que pour tout x dans Ω
Ker (S×T −→ Aut(M//H)) = ρ ((P×T)x) .
Preuve. Notons pi : M −→ M//H l'appliation quotient. D'après les lemmes 4 et 2,
il existe un ouvert non vide Ω1 de M//H tel que pour tout z dans Ω1, pi
−1(z) ontient
une unique orbite ouverte de H. Quitte à remplaer Ω1 par un ouvert plus petit, on peut
supposer de plus que pour tout z dans Ω1, (S×T)z est égal à Ker (S×T −→ Aut(M//H))
en vertu du lemme 6.
L'ensemble Ω2 des points x de M tels que la dimension de H.x soit maximale est un
ouvert non vide de M. Posons Ω = Ω2 ∩ pi
−1(Ω1).
Soit x ∈ Ω. Posons z = pi(x). Nous armons que :
(S×T)z = {(s, t) ∈ S×T : (s, t).x ∈ H.x}.
En eet, (S × T)z stabilise pi
−1(z) et permute les orbites de H. Or, H.x est l'unique
orbite ouverte de H dans pi−1(z). Don, (S×T)z stabilise H.x .
Enn, pour tout (s, t) ∈ S×T, on a :
(s, t).x ∈ H.x⇐⇒ ∃h ∈ H st.x = h.x
⇐⇒ ∃h ∈ H (hs, t).x = x
⇐⇒ (s, t) ∈ ρ ((P×T)x) .

8.2
On onserve les notations de la setion 8.1. On suppose de plus que :
• D est un sous-groupe d'un groupe semi-simple Dˆ.
• T est le produit d'un tore T1 est d'un tore maximal Tˆ de Dˆ.
• M est le produit d'une T1×D-variété V et de Dˆ/Uˆ, où Uˆ est un sous-groupe unipotent
maximal de Dˆ.
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• T1 × Tˆ×D agit sur Dˆ/Uˆ par : (t, tˆ, d).dˆUˆ = ddˆtˆ
−1
Uˆ.
Soit Bˆ le sous-groupe de Borel de Dˆ ontenant Uˆ. Considérons l'appliation Dˆ-équivariante
q : Dˆ/Uˆ −→ Dˆ/Bˆ.
Dans e as, la proposition 11 est omplétée par la
Proposition 12 Conservons les notations i-dessus. Soit x ∈ X et y ∈ Dˆ/Uˆ. Alors,
ρ
(
(P×T)(x,y)
)
est isomorphe au quotient de (P×T1)(x,q(y)) par son radial unipotent.
Preuve. Considérons la projetion p : P×T1× Tˆ −→ P×T1. Remarquons tout d'abord
que omme haque bre de q est isomorphe à Tˆ, p induit un isomorphisme de (P×T1× Tˆ)y
sur (P×T1)q(y).
Montrons par ailleurs que ρ induit un isomorphisme de (P × T1 × Tˆ)y/(P × T1 × Tˆ)
u
y
sur ρ((P×T1 × Tˆ)y).
Comme l'ation de P sur Dˆ/Uˆ−
D
est la restrition de elle de Dˆ, Py est unipotent. Don,
Py est inlus dans (P×T1×Tˆ)
u
y . En partiulier, le noyau de la restrition de ρ à (P×T1×Tˆ)y
est inlus dans (P×T1× Tˆ)
u
y . L'inlusion réiproque est vrai ar ρ
(
(P×T1 × Tˆ)
u
y
)
est un
sous-groupe unipotent d'un tore : il est don trivial.
Mais alors, sur le diagramme ommutatif suivant :
(T1 × Tˆ×P)y ✲ (T1 ×P)q(y)
T1 × Tˆ =ρ((T1 × Tˆ×P)y)
❄
✛ (T1 ×P)q(y)/(T1 ×P)
u
q(y),
❄
les èhes horizontales sont des isomorphismes. On obtient alors l'isomorphisme reherhé
par restrition à (T1 × Tˆ×P)(x,y) grâe à l'
Armation : Soit R un groupe résoluble onnexe et R′ un sous-groupe de R. Alors,
R′u = R′ ∩ Ru.
Le sous-groupe R′ ∩Ru est distingué dans R′ et unipotent : il est don inlus dans R′u.
Par ailleurs, R′/(R′ ∩ Ru) s'injete dans R/Ru qui est un tore. Don, R′/(R′ ∩ Ru) est
rédutif et (R′ ∩ Ru) ⊂ R′u. 
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